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A Cohomologia de Grupos estabelece uma significante interacdo entre a Algebra e a Topologia e
tem sido responsdvel pela criacdo e desenvolvimento de outras dreas da Matematica. Para o estudo de
Cohomologia de Grupos é fundamental a teoria de Médulos e mais geralmente de Algebra Homoldgica.
Os grupos de cohomologia de um grupo G sdo os grupos (Z-médulos) de cohomologia de um complexo
de cocadeias especial, obtido a partir de uma resolucao projetiva de Z sobre ZG, aplicando o funtor Hom
e, para computar tais grupos, uma ferramenta importante € a seqgiiéncia exata longa de cohomologia.

Dizemos que uma seqiiéncia finita ou infinita C: ..—» M—{—5N £ 5P —... de
homomorfismos de A-médulos, onde A € um anel com unidade, é semi-exata se, para todo médulo da
sequéncia, a imagem do homomorfismo de entrada estd contida no nicleo do homomorfismo de saida. Os
mddulos de uma seqii€ncia semi-exata sdo geralmente indexados por inteiros na ordem decrescente ou
crescente. Se usamos inteiros na ordem decrescente (crescente) como indice, a seqii€éncia semi-exata é
denominada complexo de cadeia (cocadeia) e os homomorfismos sdo denotados por 9, (respectivamente
d") e sdo referidos como operadores bordos (respectivamente cobordos). Deste modo um complexo de

o d d d e
cadeias é da forma C: ...—2=25C w5 C - C 2l ..,comd, °d,,, =0 e, um

n+l n n—1
...,com 8"o8"1=0.
Neste trabalho, os conceitos de mddulos de cohomologia de um complexo de cocadeias,
aplicagoes de cocadeias, homomorfismos induzidos e aplicacdes homotopicas sdo apresentados bem como
alguns exemplos e resultados relacionados, com destaque para o teorema da sequéncia exata longa em
cohomologia.
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Definicdo: Dado um complexo de cocadeias C': ... AN L R LNy L i
8" st 3 com 8"08" =0, o kernel (ou nicleo) ded", denotado por Z"(C)

chamado mddulo n — dimensional de cociclos de C e o conjunto imagem de § "', denotado por B"(C)

(€N

(¢N

chamado mddulo n — dimensional de cobordos de C . Finalmente, o médulo derivado de C no médulo
C", denotado por H"(C)=Z"(C)/B"(C),é chamado médulo de cohomologia n— dimensional de C e
acolecio H (C)={H"(C)} sz é chamada cohomologia do complexo de cocadeias C.

Similarmente define-se, considerando um complexo de cadeia C e operadores bordos 9, , ciclos,
bordos e modulos de homologia.

Exemplo: Consideremos m € N° um nimero natural fixo e o complexo de cocadeias
C: ..V Cclez = 0027 T otz F=m 0227 O ondeZé o anel dos
inteiros visto como Z-médulo, & %! (x) := m.x, para todo xeZ, ¢ 2k =0, denota o homomorfismo nulo e
C*:=Z ke Z Temos que Z°(C):= Ker(8°)=Z, B’ (C)=Im(5™") = mZ, e assim H°(C) = Z/mZ ~
Z,.. Agora,Z' (C) = Ker(8") = {0}, B'(C) =Im(58°) = {0} e portanto H'(C)= {0}. Do mesmo modo,
Z**(C) =27, B*(C) =mZ, e assim H**(C)= ZImZ ~ Z,; Z°**'(C) = {0}, B (C)= {0} e
Z

{0}, se k é impar.

se k é par

n’

H*™(C) ={0}. Assim H"(C)z{

Defini¢do. Consideremos dois complexos de cocadeias de A-mddulos: (C,0 ) e (D, ’). Uma
aplicacdo de cocadeias (ou homomorfismo entre complexos de cocadeias) f:C — D, é uma familia de



homomorfismos de A-mddulos, f={f":C" - D";neZ} tal que a relagdio de comutatividade

oMo f = f”Jr1 o8 & verdadeira para todon € Z.

Por simplicidade é usual denotar tanto as aplicagdes cobordos de C* em C**', bem como as

k+1

aplicacdes de D em D por 6%, Nesse caso a relagio de comutatividade é dada por

7z

8"of"=f""o8", para todo inteiro n € Z, que as vezes & referida simplesmente por
5ofn :fn+1 05.
O seguinte fato € util para a definicdo de aplicacdo induzida em cohomologia e o teorema da

seqiiéncia exata longa.
Proposicdao. Seja f: C — D uma aplicagdo de cocadeias. Para cada n € Z, o homomorfismo

f":C" - D" leva Z"(C) em Z"(D), e B"(C) em B"(D), isto é [f"[Z"(C)]cZ"(D) e
B (O)l< B"(D).
Definicdo. Seja f : C — D uma aplicagdo de cocadeias. Segue da proposi¢ao anterior que, para

cada n€Z, f" induz um homomorfismo H"(f): H"(C) — H" (D) que associa a cada X=x+B" ©)
o elemento H" (f )(;c) = f"(x)+ B"(D). Este homomorfismo H"(f)é denominado homomorfismo

n

induzido n— dimensional de f. Tal homomorfismo pode ser também denotado por f ~
por f~, sem especificar o nivel.
Sef:C —- D e g: D — E sdo homomorfismos de complexos de cocadeias, € ficil ver que

ou simplesmente

a familia h={g"of":C" > E"; neZ} é um homomorfismo do complexo de cocadeias C no
complexo de cocadeias E. Este homomorfismo composi¢do h:C — E é denotadoporgo f:C > E.

Proposigao: (1) Se id :C — C ¢ a aplicagdo identidade de cocadeias do complexo C entdo
H"(id)= idH"(C) H"(C)>H"(C),VneZ.
2) Se f: C - D e g D — E s3o homomorfismos de complexos de cocadeias entdo
H"(go f)=H"(f)° H"(g),Vne Z
(3) Se f: C — D é um isomorfismo de cadeias (isto é, f" sdo isomorfismos para todo n) entdo H"(f) é
um isomorfismoe (H"(f))™" = H"(f™"), Vne Z

Dada uma seqiiéncia exata de complexos de cocadeias 0— C —L— D —£ 3 E — 0, é possivel
definir, para todo inteiro n, um homomorfismo A": H"(E)—> H "), que associa a cada
7 = z+ B"(E) o elemento A"(E) =y = v+B"'(C), onde v é determinado de modo que
[ =6"w e g"(w =z

Definicdo: O homomorfismo A": H"(E)— H "1(C), acima referido é denominado
homomorfismo conexdo ou homomorfismo conectante.

Teorema: Se uma sequéncia de complexos de cocadeias 0 - C —L— D —£ 5 E —0 & exata
entio é também exata a seqiiéncia exata longa em cohomologia

n—1 n n n n+l
...A—)H"(C)H—W>H”(D)H—@>H"(E)#H"H(C)% ... onde, para cada

neZ, H"(f) e H"(g) sdo os homomorfismos induzidos e A": H"(E) — H""(C) é o homomorfismo

conexao.
Coroldrio. Se dois dos trés complexos de cocadeias C, D e E na seqiiéncia exata curta

0 C—LspD—4>E 0 s@o exatos, entdo o complexo de cocadeias remanescente também é.
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