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 A Cohomologia de Grupos estabelece uma significante interação entre a Álgebra e a Topologia e 
tem sido responsável pela criação e desenvolvimento de outras áreas da Matemática. Para o estudo de 
Cohomologia de Grupos é fundamental a teoria de Módulos e mais geralmente de Álgebra Homológica. 
Os grupos de cohomologia de um grupo G são os grupos (Z-módulos) de cohomologia de um complexo 
de cocadeias especial, obtido a partir de uma resolução projetiva de Z sobre ZG, aplicando o funtor Hom 
e, para computar tais grupos, uma ferramenta importante é a seqüência exata longa de cohomologia.  
 Dizemos que uma seqüência finita ou infinita C: ...→ M → f N →g P →.... de 
homomorfismos de A-módulos, onde A é um anel com unidade, é semi-exata se, para todo módulo da 
sequência, a imagem do homomorfismo de entrada está contida no núcleo do homomorfismo de saída. Os 
módulos de uma seqüência semi-exata são geralmente indexados por inteiros na ordem decrescente ou 
crescente.  Se usamos inteiros na ordem decrescente (crescente) como índice, a seqüência semi-exata é 
denominada complexo de cadeia (cocadeia) e os homomorfismos são denotados por ∂n (respectivamente 
δn) e são referidos como operadores bordos (respectivamente cobordos). Deste modo um complexo de 
cadeias é da forma   ��  →→ → → −∂
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de cocadeia é da forma ��  →→ → →
+−− +− 112 11:

nnnn nnn CCCC δδδδ , com 01 =−nn δδ � . 
 Neste trabalho, os conceitos de módulos de cohomologia de um complexo de cocadeias, 
aplicações de cocadeias, homomorfismos induzidos e aplicações homotópicas são apresentados bem como 
alguns exemplos e resultados relacionados, com destaque para o teorema da sequência exata longa em 
cohomologia.  

Definição: Dado um complexo de cocadeias → → →
−− − nnn nn CCC δδδ 12 1: �   

� →→
++ 11 nn nC δδ  com 01 =−nn δδ � , o kernel (ou núcleo) de nδ , denotado por )(CZ n  é 

chamado módulo −n dimensional de cociclos de C e o conjunto imagem de 1−nδ , denotado por )(CB n  é 

chamado módulo −n dimensional de cobordos de C . Finalmente, o módulo derivado de C no módulo 
nC , denotado por ),(/)()( CBCZCH nnn = é chamado módulo de cohomologia −n dimensional de C  e 

a coleção )}({)(* CHCH n= n∈Z  é chamada cohomologia do complexo de cocadeias C. 
Similarmente define-se, considerando um complexo de cadeia C e operadores bordos n∂ , ciclos, 

bordos e módulos de homologia. 
Exemplo: Consideremos m ∈ N* um número natural fixo e o complexo de cocadeias                   

C:   →0
�  C -1 = Z  → =− m.1δ C 0 = Z  → =00δ C 1 = Z  → = m.1δ C 2 = Z �→0  onde Z é o anel dos 

inteiros visto como Z-módulo, )(12 xk +δ := m.x, para todo x∈Z, 02 =kδ , denota o homomorfismo nulo e 

C k := Z, k ∈ Z. Temos que )(0 CZ := Ker( 0δ ) = Z, )(0 CB = Im( 1−δ ) = mZ, e assim )(0 CH  = Z/mZ � 

Zm. Agora, )(1 CZ  = Ker( 1δ ) = {0}, )(1 CB  = Im( 0δ ) = {0} e portanto )(1 CH = {0}. Do mesmo modo, 

)(2 CZ k  = Z, )(2 CB k   = mZ, e assim )(2 CH k = Z/mZ � Zm; )(12 CZ k+  = {0}, )(12 CB k+ = {0}  e 

)(12 CH k+  = {0}. Assim 
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  Definição. Consideremos dois complexos de cocadeias de A-módulos: (C,δ ) e (D,δ ’). Uma 
aplicação de cocadeias (ou homomorfismo entre complexos de cocadeias) DCf →: , é uma família de 



homomorfismos de A-módulos, ∈→= nDCff nnn ;:{ Z} tal que a relação de comutatividade 
nnnn ff ´1 δδ ��

+=  é verdadeira para todo n ∈ Z. 

Por simplicidade é usual denotar tanto as aplicações cobordos de kC  em 1+kC , bem como as 
aplicações de kD  em 1+kD  por kδ . Nesse caso a relação de comutatividade é dada por 

nnnn ff δδ ��
1+= , para todo inteiro n ∈ Z, que as vezes é referida simplesmente por   

.1 δδ ��
+= nn ff                 

 O seguinte fato é útil para a definição de aplicação induzida em cohomologia e o teorema da 
seqüência exata longa. 
 Proposição.  Seja  f : C → D  uma aplicação de cocadeias. Para cada n ∈ Z, o homomorfismo 

nnn DCf →:  leva )(CZ n  em )(DZ n , e )(CB n  em )(DB n , isto é, )()]([ DZCZf nnn ⊂  e 

).()]([ DBCBf nnn ⊂  
 Definição. Seja DCf →:  uma aplicação de cocadeias. Segue da proposição anterior que, para 

cada ∈n Z, nf  induz um homomorfismo )()(:)( DHCHfH nnn →  que associa a cada )(CBxx n+=  

o elemento )()(:))(( DBxfxfH nnn += . Este homomorfismo )( fH n é denominado homomorfismo 
induzido −n dimensional de f.  Tal homomorfismo pode ser também denotado por f *,  n  ou simplesmente 
por f * , sem especificar o nível.  
  Se DCf →:   e  EDg →:  são homomorfismos de complexos de cocadeias,  é fácil ver que 

a família ∈→= nECfgh nnnn ;:{ � Z} é um homomorfismo do complexo de cocadeias C no 
complexo de cocadeias E. Este homomorfismo composição ECh →:  é denotado por ECfg →:� .  

Proposição:  (1) Se CCid →:  é a aplicação identidade de cocadeias do complexo C então 
=)(idH n  )()(:

)(
CHCHid nn

CH n → , ∀ n ∈ Z. 

 (2) Se f: C → D e g: D → E  são homomorfismos de complexos de cocadeias então 

)( fgH n
� = )( fH n ° )(gH n , ∀n ∈ Z.  

(3) Se f: C → D é um isomorfismo de cadeias (isto é, nf  são isomorfismos para todo n) então )( fH n  é 

um isomorfismo e 1))(( −fH n  = )( 1−fH n , ∀n ∈ Z.    

Dada uma seqüência exata de complexos de cocadeias  0→ C → f D →g E → 0, é  possível 
definir, para todo inteiro n, um homomorfismo :n∆  )()( 1 CHEH nn +→ , que associa a cada 

)(EBzz n+= o elemento )()( 1 CBvvz nn ++==∆ , onde v é determinado de modo que 

)()(1 uvf nn δ=+  e ng (u) = z.  

Definição: O homomorfismo :n∆  )()( 1 CHEH nn +→ , acima referido é denominado 
homomorfismo conexão ou homomorfismo conectante. 

Teorema:  Se uma sequência de complexos de cocadeias  0 → C → f  D →g E → 0   é  exata 
então é também exata a seqüência exata longa em cohomologia  

��  →→ → → →
+− +∆∆ )(1)()( 11

)()()()( fHnngHnfHn nnnnn
CHEHDHCH  onde, para cada  

n ∈ Z, )( fH n  e )(gH n  são os homomorfismos induzidos e n∆ : )()( 1 CHEH nn +→  é o homomorfismo 
conexão.  

Corolário. Se dois dos três complexos de cocadeias C, D e E na seqüência exata curta 
00 →→→→ EDC gf  são exatos, então o complexo de cocadeias remanescente também é. 
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